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Abstract

A direct algebraic method is discussed which enume-
rates subgroups of index four and six of three-
dimensional space groups, and the four- and six-
coloured space groups. There are three types of
four-coloured space groups, since the lattice can be
one-, two- or four-coloured, and four types of six-
coloured space groups, since the lattice can be one-,
two-, three- or six-coloured.

Notations

G Groupe ponctuel ordinaire.

H Sous-groupe invariant de G.

G,(Gy) Groupe ponctuel a quatre (six) couleurs,
isomorphe de G.

G, Groupe d’espace ordinaire, de classe G.

T Réseau de G..

TH(Ty) Réseau a quatre (six) couleurs,
isomorphe de T.

T, Réseau des translations monocolores de
T, ou Tg.

H, Sous-groupe invariant de G,, d’indice 4
ou 6.

0108-7673/88/050735-06$03.00

G.,(G.) Groupe d’espace a quatre ou six

couleurs, isomorphe de G..

Introduction

Les groupes d’espace & deux couleurs, ou groupes
magnétiques, et a trois couleurs sont bien connus
(Opechowski & Guccione, 1965; Harker, 1981). Les
groupes d’espace a quatre et six couleurs ont été
moins étudiés (Jarratt & Schwarzenberger, 1980;
Sénéchal, 1983; Roth, 1985). Un cas particulier intér-
essant est celui ou les permutations des quatre ou six
couleurs associées aux opérations géométriques sont
cycliques: les groupes ponctuels colorés correspon-
dants ont été énumérés a partir des représentations
cycliques des groupes ponctuels ordinaires (Inden-
bom, Belov & Neronova, 1960; Niggli & Wondrat-
schek, 1960); les réseaux colorés ont été énumérés
par Zamorzaev (1969); la méthode des représenta-
tions cycliques a été étendue aux groupes d’espace
(Koptsik & Kuzhukeev, 1973).

Nous discutons dans cet article une méthode algé-
brique directe de recherche des groupes d’espace a
quatre et six couleurs, équivalente a la méthode des
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représentations cycliques, comme nous I’avons déja
fait pour les groupes d’espace a trois couleurs (Sivar-
diére, 1984).

Groupes ponctuels a quatre et six couleurs

Nous envisageons uniquement le cas ou les permuta-
tions des quatre ou six couleurs associées aux
opérations géométriques sont cycliques. Alors un
groupe coloré G, ou G isomorphe d’un groupe ponc-
tuel G est associé a un sous-groupe invariant H de
G, non maximal, d’indice 4 ou 6, tel que G/ H est
cyclique d’ordre quatre ou six. H est le noyau d’une
représentation cyclique, d’ordre quatre ou six, de G.
Remarquons que, connaissant les groupes colorés G,
ou G, cycliques, on peut construire d’autres groupes
G, ou Gg parinduction en leur adjoignant un nouveau
générateur conservant leurs éléments (Sivardiére &
Bertaut, 1970) et qui ne peut €tre ici que I'inversion

I ou1®), ou un miroir m ou m'®. Partant des groupes
4™ et 3" on construit ainsi
_ 4(4)
W7 —
4% 1= @
et
)
m

Partant de 6, 6 et 3® on construit de méme

_ 6(6)
6 x1=
m(z)
et
_ 6(6)
60 xT®=2—
m

Partant enfin des groupes a trois couleurs 6> et 23
on construit

_ 6(3)

6T =2

m®

et
- 2 _ —
(3T =2 _3(6) ., (D7(6)
237 x1 —m(2)3 =m3

d’ou au total quatre groupes G, 4 quatre couleurs et
sept groupes G, & six couleurs.

Groupes d’espace a quatre couleurs

Pour dénombrer les groupes d’espace G., 4 quatre
couleurs, on doit rechercher les sous-groupes H, des
groupes d’espace G, tels que le groupe quotient
G,/ H, soit cyclique d’ordre quatre. Nous étudions
donc les sous-groupes H, d’indice 4 des groupes
d’espace G,: trois cas sont a envisager.

GROUPES D’ESPACE A QUATRE ET SIX COULEURS

Premier cas

H, est un sous-groupe isotranslation (‘translation-
engleich’) de G,: son réseau T est celui de G,, sa
classe H un sous-groupe d’indice 4 de G, classe de
G.. Plusieurs situations se rencontrent:

(a) H n’est pas invariant dans G (par exemple
G=4,22, H=2, non maximal, ou G=432, H=32
maximal); comme H n’est pas invariant, le quotient
G/ H n’est pas un groupe;

(b) H est invariant non maximal, G/H est
isomorphe de 222 (par exemple G=mmm, H =1);
-H est alors le noyau commun de trois représentations
alternantes I, I'; et I} de G, telles que I'®T;=1T,.

(c) H est invariant non maximal, G/H est cyc-
lique d’ordre quatre; H est le noyau d’une représenta-
tion de G cyclique d’ordre quatre. H, est le noyau
d’une représentation I';; de G, induite par une
représentation I cyclique d’ordre quatre de G et
caractérisée par un vecteur k=0.

Dans le cas (c) seulement, un groupe G,, corre-
spond a H,, il est de réseau T monocolore, sa classe
G, est isomorphe de G. G, est dit de type 1. En
pratique, G est I'un des groupes 4, 4 et 4/ m.

Deuxiéme cas

H, est un sous-groupe isoclasse (‘klassengleich’) de
G.. Ici encore plusieurs situations se rencontrent:

(a) le réseau de H, s’obtient a partir de celui de
G, parsuppression de translations internes a la maille
conventionnelle. Par exemple G, = F23 et H, = P23
ou P2,3: H, est alors maximal non invariant; ou bien
G, =F222 et H,=P222 ou P2,2,2,: H, est alors
invariant, mais non maximal, G,/ H, est isomorphe
de 222;

(b) la maille conventionnelle H, est plus grande
que celle de G,, et H, est invariant (non maximal)
tel que G./H, soit isomorphe de 222. Par exemple
G,=P222, H,=12220u12,2.2,;0uG,=1222 H,=
F222: H, est le noyau commun de trois représenta-
tions alternantes de G,;

(c¢) le réseau T de H, s’obtient a partir de réseau
T de G, en considérant un réseau T, & quatre couleurs
isomorphe de T et en retenant seulement les transla-
tions monocolores. Les réseaux T, considérés ici sont
tels que T/ T, = C, et ont été énumérés par Zamorzaev
(1969): les réseaux T, tels que T/Ty=C,x G,
(Harker, 1978) ne conviennent pas.

Dans ce cas, H, n’est pas nécessairement invariant:
par exemple si G, = P222, H,= P222 (a, b, 4c) n’est
pas invariant. Si H, est invariant, c’est le noyau d’une
représentation I'y; cyclique d’ordre quatre de G., le
vecteur k est invariant dans G et a une composante
égale & 1/4: T, est invariant dans les opérations de
G. Alors, sauf si T est un réseau I, G est nécessaire-
ment pyroélectrique. Le groupe G, correspondant
est dit de type II. Le Tableau 1 donne les vecteurs k
qui caractérisent les différents réseaux a quatre
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Tableau 1. Les 27 réseaux a quatre couleurs

G est un groupe ponctuel qui laisse T, invariant. Les réseaux T,
sont notés de la maniére suivante: un indice 2a indique un double-
ment de la maille du réseau T correspondant suivant a; un indice
4¢, un quadruplement suivant c. B,, C,, ... sont des réseaux non
primitifs colorés. Les composantes du vecteur k sont données dans
la maille conventionnelle du réseau T.

Réseau Réseau

Systéme T T, G k
Triclinique P P, 1 0 0 &
Monoclinique P P, 2 0 0 %
Pygac 2 ;0 3
P,, m 1 00
Pigac m 0 4
B B, 2 00 !}
B, 2 0 5 3
Bas m 0} o0
By 2, m 30 3
Orthorhombique P P, mm2 0 0 %
PZa,dc mm?2 % 0 -!s
Py 2bac mm?2 IR
C Cae mm?2 0o o0 !}
Cac mm2 1 0 §
C, mm2 [V ]
Ca2e mm2 0 3 3
1 I, mm2 0 0 i}
Lozazs 22 Loy
F B, mm2 0 0 4
C,B, mm2 1 0 4
Quadratique P P, 4,4 mm 0 0 i
PZa.ZbAc 4,4 mm % % 411
I I 4,4 mm 0 0
Iy 2026 4,42m I
Rhomboédrique R Ragabac 3,3m 14
Hexagonal P P, 3,3m6,6mm 0 0 !
Cubique I Linazb 23,43 m I

couleurs, et les groupes G admissibles, qui les laissent
invariants.

Troisiéme cas

H, est un sous-groupe de G, qui n’est ni isotransla-
tion, ni isoclasse: son groupe ponctuel H est un
sous-groupe d’indice 2 de G, son réseau T; est un
sous-groupe invariant d’indice 2 de T, défini par un
vecteur k de coordonnées k; =0, 1/2, 1. Les trois cas
suivants sont a envisager:

(a) H, n’est pas invariant dans G,. C’est le cas si
le vecteur k n’est pas invariant dans les opérations
de G. Par exemple G,=P422 et H,= P,,222: k=
[200].

(b) H, est invariant dans G. (k est invariant dans
les opérations de G) et le groupe quotient G,/ H, est
isomorphe de 222. Par exemple G,=P422 et H,=
P, 4, ou G, = P422 et H,= P,.222, ou encore G, =
1432 et H,= P23 (k=[001]). H, est I'intersection
des noyaux de trois représentations alternantes
Iy;, T'vi, I'y;. De tels groupes se rencontrent dans la
théorie des groupes bicolores (Opechowski &
Guccione, 1965; Sivardiére, 1969, 1981).

(¢) H, est invariant dans G, (k est invariant dans
les opérations de G) et G,/ H, est cyclique d’ordre
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Tableau 2. Possibilité de quadruplement de la maille
de G, parallélement a un élément de symétrie (a/7,)

Axe (a/7,) n,7, =4t P adans G, adans H,
2 27, =41 0,4 2 2
2 2 2,
3 31, =4t 0,4 3 3
3 3 3
3 3 3
4 41, =41 0.4 4 4
1 4 4,
2 4 4,
3 4 4,
6 67, =4t 04 6 6
3 64 6,
3 62 6,
2 6 65
g 64 64
¥ 6 65

quatre. H, est le noyau d’une représentation cyclique
d’ordre quatre. Par exemple G, = P2,,k=[003] ou
G, = Pba2 et k=[330]. Le groupe G., correspondant
posséde un réseau a deux couleurs, il est dit de type
I11.

Dénombrement direct des groupes d’espace a quatre
couleurs

Groupes du type 1

Des 14 groupes d’espace de classe G=4,d et 4/m
on déduit immédiatement les 20 groupes G., de ce
type: six de classe 4, deux de classe 4“, six de
classe 49/ m et six de classe 4/ m®.

Groupes du type 11

Pour chercher les sous-groupes H, d’indice 4 iso-
classe des groupes d’espace G,, nous utilisons une
méthode déja utilisée pour les sous-groupes d’indice
2 (Bertaut, 1976) et 3 (Sivardiére, 1984). Nous sup-
posons connus les réseaux a quatre couleurs (Zamor-
zaev, 1969), et nous recherchons la possibilité de ne
conserver du réseau T de G, que les translations
monoclores T, d’un réseau T, isomorphe de T et
invariant dans G. Alors, si H, est un sous-groupe
d’indice 4 isoclasse de G,, G, se décompose suivant:

G.=H,+(e|t)H,+(e|2t)H,+(e|31)H,,

la translation (e|t) n’appartenant pas a T,,.

n, étant ’ordre d’une rotation o de G et p la
composante de 7, suivant e, un élément (a|7,) de
G. ne peut appartenir & H, que si la translation
(a|7,)"==(e|n,p) appartient & Ty et est donc de la
forme (|0, 0, 4 t}) modulo une translation de T,. Le
Tableau 2 montre que la décomposition de G, ci-
dessus est possible si (« | 7, ) est un axe non hélicoidal
ou un miroir sans glissement (a|0), ou bien un axe
3,,3,,6, ou 6,. Elle est impossible si (a|7,) est un
miroir avec glissement ou un axe 2,,4,,4,,43,6,,6;
ou 6s.
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Tableau 3. Groupes du type 111, relations entre G, K,

et H,
Groupe d’espace Classe Réseau
G, G T
K, H T
H, H T,

Sile réseau T, implique un doublement de la maille
de G, suivant une certaine direction, il ne peut y
avoir de sous-groupe H, ayantun axe2,,4,,4;,6,,6;
ou 65, ou un miroir avec glissement, parallele a cette
direction (Sivardiére, 1969; Bertaut, 1976). Partant
du groupe G, = P2, on obtient ainsi les sous-groupes
P2 et P2, invariants d’indice 4 (maille a, b, 4c ou 2q,
b, 4c) et le sous-groupe P2 non invariant (maille
4a, b, ¢ ou 4a, b, 2¢). Partant du groupe P2, on
n’obtient aucun sous-groupe invariant d’indice 4 et
le seul sous-groupe non invariant P2 (maille 4aq, b, c).

Groupes du type 111

On sait (Hermann, 1929) que si H, est un sous-
groupe général de G,, il existe un sous-groupe
isotranslation K, de G., qui contient H, comme sous-
groupe isoclasse. Si H, est invariant d’indice 4 dans
G., K. est invariant d’indice 2 dans G, et H,
invariant d’indice 2 dans K,. H, groupe ponctuel de
K, et H,, est invariant d’indice 2 dans G. T,, réseau
de H,, est invariant d’indice 2 dans T (Tableau 3).
G, se décompose en complexes suivant:

G.=K.+(a|r)K,

ou (a|7,) est une opération ‘binaire’. De méme, K,
se décompose en complexes suivant:

K.=H.+(e|)H.

ol (e}t) est un élément de T T,.

Pour que le groupe quotient G,/ H, soit isomorphe
de 4 (et non 222), on doit avoir (a|7,)’=
(e]| T+ ar,)=(elt), d’ou

G.=H,+(a|7,)H.+(g|t)H, +(a|7,)* H..

Par suite H, est bien le noyau d’une représentation
cyclique Iy; d’ordre 4 de G,, dans laquelle Iy;
(a|7,)=1i. Les éléments de K, — H,, et en particulier
la translation (e]t), ont pour caractére —1, les élé-
ments de G, — K, ont le caractére { ou —i suivant le
complexe auquel ils appartiennent.

G, est nécessairement non symmorphe, («|7,) est
un axe 2,, ou un miroir avec glissement. Partant d’un
groupe G, et recherchant un groupe a quatre couleurs
de type I1I isomorphe de G.,, on doit donc déterminer
tout d’abord tous les groupes K, possibles, ce qui
revient a trouver tous les groupes magnétiques G,
isomorphes de G, et de réseau non magnétique. Puis,
pour un groupe K, donné, on doit déterminer tous
les groupes H, possibles, c’est-a-dire tous les groupes
magnétiques K., isomorphes de K. et de réseau

GROUPES D’ESPACE A QUATRE ET SIX COULEURS

magnétique caractérisé pour un vecteur k non nul,
invariant dans G, et tel que la translation 7, +a7,
appartienne a T—T,.

Partant ainsi du groupe G.= Pbam, on obtient
immédiatement le groupe P,.bam de type II. Pour
obtenir un groupe de type III, il faut rechercher un
sous-groupe K, isotranslation de G, et d’indice 2:
K,=P2/b, P2/a ou P2/m. Seul K.=P2/m est a
retenir puisque (« | 7,) doit &tre un axe 2, ou un miroir
avec glissement. (a | 7,) est ici ’axe (2, |310) ouI'axe
(2,1330), G.m est le groupe magnétique Pb’'a’m.

Par ailleurs: (2,]330)*=(¢|100) et (2,]330)*=
(£1010) donc H, est nécessairement de groupe P2/ m
de maille (2a, 2b, ¢) ou (2a,2b, 2¢). Effectivement le
groupe Pbam posséde des représentations irréduct-
ibles I'y; complexes de dimension 1 pour chacun des
vecteurs k= (130) et [333], et seulement pour ces
vecteurs (Kovalev, 1961).

Partons de méme de G, = P42,2. Nous avons alors
Ke=P49 (alfa)zzlx ou 21y’ et k=[%%0] ou [%%% .
Si nous partons de G, = P4,2,2, nous avons de méme
K.=P4,, (a|7,)=2,, ou 2,,, mais seul le vecteur
k =[110] est a retenir. Pour k =[3}3] ayant une com-
posante non nulle paralléle a I’axe 4,, il n’existe pas
en effet de groupe magnétique K., isomorphe de K..

D’aprés ce qui préceéde, on peut aussi considérer
un groupe G,, de type II1 comme une extension du
groupe magnétique K., par le groupe ponctuel 2,
puisque (a|7,)’=(e|t). D’ou une méthode possible
de construction des groupes G., par induction.

Ainsi partant du groupe K., =P.2 ou Pg2 et en
lui adjoignant I’élément (2,|330) on obtient un
groupe G,, de type III isomorphe de P2,2,2.

Groupes d’espace a six couleurs

Pour dénombrer les groupes d’espace G, a six
couleurs, on doit rechercher les sous-groupes
invariants d’indice 6 des 230 groupes d’espace G.,
tels que le groupe quotient G./H, soit cyclique
d’ordre six. Nous étudions donc les sous-groupes H,
d’indice 6 des groupes d’espace.

Premier cas

H, est un sous-groupe isotranslation de G,, son
réseau T est celui de G,, sa classe H un sous-groupe
d’indice 6 de G. Plusieurs situations se recontrent:
(a) H n’est pas invariant dans G (par exemple G =
6,22, H=2, non maximal); (b) H est invariant,
G/H est isomorphe de 32 (par exemple G=
6,22, H=2, G/H =32); (¢) H estinvariant, G/H
est isomorphe de 6 (par exemple G=6, H=1). H,
est alors le noyau d’une représentation cyclique I
d’ordre six de G et caractérisée par un vecteur k =0.

Dans le cas (¢) seulement, un groupe G, corre-
spond a H,, il est de réseau T monocolore, sa classe
G, est isomorphe de G. G, est dit de type 1.
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Tableau 4. Les 32 réseaux a six couleurs

G est un groupe ponctuel qui laisse T, invariant. Les notations
sont analogues a celles du Tableau 1.

Réseau Réseau

Systéme T T G k
Triclinique P Ps, 1 ;i 00
Monoclinique P Ps. 2 0 0 &
Pla,3c 2 % 0 %
PZa,Gc 2 % 0 é
Ps, m i 00
PSa,Zc m % 0 %
Fsaac m % 0 3
B By 2 o 0 !
B2 2 o} |
Bgyp, m 0§ 0
B, 3p m 0 31
Orthorhombique P Py mm?2 0 0 §
Prose mm?2 ;0 H
Paab3c mm?2 PR B
Pagse mm2 }oo g
Pyabsc mm2 Pos ok
c Cec mm?2 0 0 &
G mm2 1 0 }
Cec mm?2 1 0 %
Cs mm?2 0 0 }
Co.2c mm2 0 4 3
I Is mm2 0 0 i
F ;2 mm2 0 0 3}
C,B, mm?2 1 0 1}
Quadratique P Py, 4,4 mm 0 0 ¢
Prazb3c 4,4 mm ;i3
Pya2b6c 4,4 mm L S
I Is 4,4 mm 0 0 4
Rhomboédrique R Roasbsc 3,3m LR
Hexagonal P P, 3,3m, 6,6 mm o o0
Piasbac  3,31m321,6,62m 1 ) 1
Psa3b6c 3,3lm [T

Deuxiéme cas

H, est un sous-groupe isoclasse de G,, invariant
ou non. Si H, est invariant et si G,/ H, est isomorphe
de 6, il lui correspond un groupe G,,. Dans ce cas,
le réseau T, de H, s’obtient a partir du réseau T de
G. en considérant un réseau T, a six couleurs et en
en retenant seulement les translations monocolores.
H, est le noyau d’une représentation I',; de G, cyc-
lique d’ordre six, le vecteur k est invariant dans G et
a une composante égale 2 § ou ;. T, est invariant dans
les opérations de G, G est nécessairement pyroélec-
trique. Le groupe G, correspondant est dit de type
I1. Le Tableau 4 donne les vecteurs k qui caractérisent
les différents réseaux a six couleurs, et les groupes G
admissibles, qui les laissent invariants.

Troisieme cas

Le réseau T, de H, est un sous-groupe d’indice 2,
du réseau T de G., son groupe ponctuel H est un
sous-groupe invariant d’indice 3 de G. Par suite G
est nécessairement I'un des groupes 3, 3, 6, 6/m, 23,
m3. H, est le noyau d’une représentation I'; de G,
qui s’obtient en combinant une représentation alter-
nante I, de T et une représentation I; cyclique

Tableau 5. Possibilité de sextuplement de la maille de

G, parallelement a un élélement de symétrie (a/t,)

Axe (a/7,) n,T, =61 p a dans G, adans H,

2 27, =6t 0,6 2 2
3 2 2,

37, =6t 0,6 3 3

2 3 3,

4 3 3,

4r, =6t 0,6 4 4

3 4 4

3 4 4,

3 4, 4

671, =6t 0,6 6 6

1 6 6,

2 6 6,

3 6 63

4 6 64

5 6 65

d’ordre 3 de G. k est invariant dans G et a au moins
une composante égale a 3, ce qui exclut les groupes
G cubiques. Le groupe G, correspondant posséde
un réseau bicolore.

Quatriéme cas

Le réseau T, de H, est un sous-groupe d’indice 3
du réseau T de G,, son groupe ponctuel H est un
sous-groupe invariant d’indice 2 de G. H, est le noyau
d’une représentation I',; de G, qui s’obtient en com-
binant une représentation I', cyclique d’ordre 3 de T
et une représentation I; alternante de G. k est
invariant dans G et a au moins une composante égale
a 3. Ceci exige que G soit pyroélectrique sauf si le
réseau est hexagonal, alors G peut étre 'un des
groupes 32, 6 ou 62m (Harker, 1981). Le groupe
G, correspondant posséde un réseau a trois couleurs.

Dénombrement des groupes d’espaces a six couleurs
Groupes du type 1

Des 18 groupes d’espace de classe G=6, 6, 3, 6/m
et m3, on déduit immédiatement les 22 groupes
d’espace G.¢ de ce type: six de classe 6'®), un de classe
6©, deux de classe 3®, deux de chacune des classes
6°/m,6°/m® et 6/m®, enfin sept de classe
m® 30

Groupes du type 11

Nous supposons connus les réseaux a six couleurs
(Zamorzaev, 1969) et, afin de trouver les sous-groupes
H, d’indice 6 isoclasse des groupes d’espace G., nous
recherchons la possibilité de ne conserver du réseau
T de G, que les translations monocolores T, d’un
réseau T, isomorphe de T et invariant dans G. H,
étant un sous-groupe d’indice 6 isoclasse de G,, G,
se décompose suivant:

G.=H,+(e|t)H,+(e|20)H,
+(e|3t)H,+(e|4t)H, +(e|51)H,,
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(e|t) n’appartenant pas & T,. Un élément (a|7,)
d’ordre n, de G, ne peut appartenir 3 H, que si la
translation (a|7,)" est de la forme (e]0,0,61)
modulo une translation de T,. Le Tableau 5, analogue
au Tableau 2, montre que la décomposition de G,
ci-dessus est possible si (a|7,) est un axe non
hélicoidal ou un miroir sans glissement, ou bien un
axe 4,. Elle est impossible si (a|7,) est un axe 2,,
3,, 35,4, 45, 6;, 6,5, 65, 6,4, 65. Ces résultats sont en
accord avec ceux de la méthode des représenta-
tions cycliques.

Si le réseau T, implique un doublement ou un
triplement de la maille de G, suivant une certaine
direction, d’autres conditions apparaissent (Sivar-
diére, 1969; Bertaut, 1976, Sivardiere 1984).

Partant du groupe G.= P4,, on obtient ainsi les
sous-groupes P4, et P4, invariants d’indice 6, de
mailles (a, b, 6¢) ou (2a, 2b, 6¢).

Groupes du type 111

D’apreés le théoréme de Hermann, il existe dans ce
cas un sous-groupe isotranslation K, invariant
d’indice 3 de G,, dont le groupe ponctuel K est un
sous-groupe invariant d’indice 3 de G. H, est alors
un sous-groupe isoclasse, invariant d’indice 2, de K.
Par suite on a les décompositions suivantes en com-
plexes:

Ge = Ke+(a|Ta)Ke+(a|Ta)2Ke
K.=H,+(e|t)H,

ou (a|7,) est une opération ‘ternaire’ et (£|¢) une
translation de T — T telles que: (a|7,)>=(g|t). Si
(e|t) appartenait a T,, et non a T—T,, le groupe
quotient G,/ H, serait isomorphe de 3x2 et non de
6, par exemple si G, = P6 et H, = P, ,,.2. Finalement
G, se décompose en complexes suivant:

G.=H.+(a|7.)H +(a|7.)*H.
+(e|t)H, +(a|7.)*H. + (a|7,)’H..

Par suite H, est bien le noyau d’une représentation
cyclique I; d’ordre 6 de G., dans laquelle I;
(a]7)=e" et L(e|t)=—1.

Partant d’un groupe G, ¢t recherchant un groupe
a six couleurs de type III isomorphe de G, (G=
3,3, 6,6 0u6/m), ondoit donc déterminer les groupes
K, possibles par suppression d’un élément (a|7,),
ce qui revient a trouver tous les groupes a trois
couleurs isomorphes de G, et de réseau monocolore.
Puis pour un groupe K, donné, on doit déterminer
tous les groupes H, possibles, c’est-a-dire tous les
groupes bicolores K., isomorphes de K, et de réseau
bicolore caractérisé par un vecteur k non nul,
invariant dans G, et tel que la translation (a|‘ra)3
appartienne a T—T,.

GROUPES D’ESPACE A QUATRE ET SIX COULEURS

Partant ainsi du groupe G, = P3,, nous obtenons:
K,=P1 et k=[001]. De méme partant de G, = P6,,
nous obtenons K, = P2 et k=[003].

Groupes du type 1V

D’aprés le théoreme de Hermann, il existe dans ce
cas un sous-groupe isotranslation K, invariant
d’indice 2 de G,, dont le groupe ponctuel K est un
sous-groupe isoclasse, invariant d’indice 3, de K,. On
a donc les décompositions suivantes en complexes:

G.=K.+(a|7,)K.
K.=H.,+(e|t)H,+(e|21)H,

ol (a|7,) est une opération ‘binaire’ et (&|t) une
translation de T-Ti, telles que (a|7.)*=(elt).
Finalement G, se décompose suivant:

G.=H.,+(a|7,)H.+(e|)H +(a|7, + 1)H,
+(a|20)H,+(a| 1, +21)H..

Par suite H, est bien le noyau d’une représentation
cyclique I; d'ordre 6 de G,, dans laquelle
Ljla|7,)= e et I(a|t,)= e?m/3,

Partant d’un groupe G, et recherchant un groupe
a six couleurs de type 1V isomorphe de G,, on doit
donc déterminer les groupes K, possibles par sup-
pression d’un élément (|7, ), ou encore les groupes
G.,, isomorphes de G, et de réseau monocolore. Puis,
pour chaque groupe K., on doit déterminer tous les
groupes H, possibles, c’est-a-dire tous les groupes
K.; a trois couleurs isomorphes de K, et de réseau
coloré caractérisé par un vecteur k non nul, invariant
dans G, et tel que la translation («|7,)” appartienne
a T-T,. Partant ainsi du groupe G, = P4,, nous
obtenons K, = P2, et k=[001}].
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