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Abstract Ge4(Ge6 ) Groupe d'espace ~ quatre ou six 
couleurs, isomorphe de Ge. A direct algebraic method is discussed which enume- 

rates subgroups of index four and six of three- 
dimensional space groups, and the four- and six- 
coloured space groups. There are three types of 
four-coloured space groups, since the lattice can be 
one-, two- or four-coloured, and four types of six- 
coloured space groups, since the lattice can be one-, 
two-, three- or six-coloured. 

Notations 

G 
H 
04(06) 

G~ 
T 
r4(r6) 

T~ 

Groupe ponctuel ordinaire. 
Sous-groupe invariant de G. 
Groupe ponctuel ~ quatre (six) couleurs, 
isomorphe de G. 
Groupe d'espace ordinaire, de classe G. 
R6seau de Ge. 
R6seau ~ quatre ,(six) couleurs, 
isomorphe de T. 
R6seau des translations monocolores de 
T 4 o u  T 6. 
Sous-groupe invariant de Ge, d'indice 4 
ou 6. 

0108-7673/88/050735-06503.00 

Introduction 

Les groupes d'espace ~ deux couleurs, ou groupes 
magn6tiques, et ~ trois couleurs sont bien connus 
(Opechowski & Guccione, 1965; Harker, 1981). Les 
groupes d'espace ~ quatre et six couleurs ont 6t6 
moins &udi6s (Jarratt & Schwarzenberger, 1980; 
S6n6chal, 1983; Roth, 1985). Un cas particulier int6r- 
essant est celui off les permutations des quatre ou six 
couleurs associ6es aux op6rations g6om6triques sont 
cycliques: les groupes ponctuels color6s correspon- 
dants ont 6t6 6num6r6s ~ partir des repr6sentations 
cycliques des groupes ponctuels ordinaires (Inden- 
bom, Belov & Neronova, 1960; Niggli & Wondrat- 
schek, 1960); les r6seaux color6s ont 6t6 6num6r6s 
par Zamorzaev (1969); la m6thode des repr6senta- 
tions cycliques a 6t6 6tendue aux groupes d'espace 
(Koptsik & Kuzhukeev, 1973). 

Nous discutons dans cet article une m6thode alg6- 
brique directe de recherche des groupes d'espace 
quatre et six couleurs, 6quivalente ~ la m&hode des 
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736 GROUPES D'ESPACE A QUATRE ET SIX COULEURS 

repr6sentations cycliques, comme nous l'avons d6jh 
fait pour les groupes d'espace h trois couleurs (Sivar- 
di~re, 1984). 

Groupes ponctuels ~ quatre et six couleurs 

Nous envisageons uniquement le cas off les permuta- 
tions des quatre ou six couleurs associ6es aux 
op6rations g6om6triques sont cycliques. Alors un 
groupe color6 G 4 o u  G 6 isomorphe d'un groupe ponc- 
tuel G est associ6 A un sous-groupe invariant H de 
(3, non maximal, d'indice 4 ou 6, tel que G/H est 
cyclique d'ordre quatre ou six. H est le noyau d'une 
repr6sentation cyclique, d'ordre quatre ou six, de G. 
Remarquons que, connaissant les groupes color6s G 4 

ou G6 cycliques, on peut construire d'autres groupes 
(34 ou G6 par induction en leur adjoignant un nouveau 
g6n6rateur conservant leurs 616ments (Sivardi~re & 
Bertaut, 1970) et qui ne peut ~tre ici que l'inversion 
T ou T (2), ou un miroir m ou m (2). Partant des groupes 
4 (4) et 3,(4), on construit ainsi 

4 (4) 
4 (4) X T - 

m (2) 

4 (4) 
4 (4) x 7 (2) - 

m 

Partant de 6 (6), ~(6) et 3 (6) on construit de m~me 

6(6) 
6(6) X 1 -- 

m (2) 

et 

6 (6) X 7 (2) = 6(6) 
m 

Partant enfin des groupes ~ trois couleurs 6 (3) et 23 ~3) 
on construit 

6 (3) 
6 (3) × i (2) _ 

m (2) 

23(3) x ~(2)= 2 5(6) m(2)~(6) 
m(2) = 

d'ofi au total quatre groupes G4 a quatre couleurs et 
sept groupes G6 h six couleurs. 

Groupes d'espace ~ quatre couleurs 

Pour d6nombrer les groupes d'espace Ge4 a quatre 
couleurs, on doit rechercher les sous-groupes He des 
groupes d'espace Ge tels que le groupe quotient 
Ge/He soit cyclique d'ordre quatre. Nous 6tudions 
donc les sous-groupes He d'indice 4 des groupes 
d'espace Ge : trois cas sont ~ envisager. 

Premier cas 

He est un sous-groupe isotranslation ('translation- 
engleich') de Ge: son r6seau T e s t  celui de Ge, sa 
classe H un sous-groupe d'indice 4 de G, classe de 
Ge. Plusieurs situations se rencontrent: 

(a) H n'est pas invariant dans G (par exemple 
G = 4z22, H = 2x non maximal, ou G = 432, H = 32 
maximal); comme H n'est pas invariant, le quotient 
G~ H n'est pas un groupe; 

(b) H est invariant non maximal, G/H est 
isomorphe de 222 (par exemple G = mmm, H = 1); 
J-/est alors le noyau commun de trois repr6sentations 
alternantes Fi, F~ et Fi de Ge telles que /'~®Fj = Fi. 

('c) H est invariant non maximal, G/H est cyc- 
lique d'ordre quatre; H est le noyau d'une repr6senta- 
tion de G cyclique d'ordre quatre. He est le noyau 
d'une repr6sentation Fo~ de Ge induite par une 
repr6sentation Fj cyclique d'ordre quatre de G et 
caract6ris6e par un vecteur k = 0. 

Dans le cas (c) seulement, un groupe Ge4 c o r r e -  

s p o n d  h He, il est de r6seau T monocolore, sa classe 
(34 est isomorphe de G. Ge4 est dit de type I. En 
pratique, G est l'un des groupes 4, 3, et 4/m. 

Deuxi~me cas 

He est un sous-groupe isoclasse ('klassengleich') de 
Ge. Ici encore plusieurs situations se rencontrent: 

(a) le r6seau de He s'obtient ~ partir de celui de 
Ge par suppression de translations internes ~ la maille 
conventionnelle. Par exemple Ge = F23 et He = P23 
ou P2~3: He est alors maximal non invariant; ou bien 
Ge = F222 et He=P222 o u  P212121" He est alors 
invariant, mais non maximal, Ge/He est isomorphe 
de 222; 

(b) la maille conventionnelle He est plus grande 
que celle de Ge, et He est invariant (non maximal) 
tel que Ge/He soit isomorphe de 222. Par exemple 
Ge = P222, He = I222 ou I2~2t2~; ou Ge = I222, He -- 
F222: He est le noyau commun de trois repr6senta- 
tions alternantes de Ge ; 

(c) le r6seau Tk de He s'obtient ~ partir de r6seau 
T de Ge en consid6rant un r6seau T4 ~ quatre couleurs 
isomorphe de T et en retenant seulement les transla- 
tions monocolores. Les r6seaux T4 consid6r6s ici sont 
tels que T~ T k = C 4 et ont 6t6 6num6r6s par Zamorzaev 
(1969): les r6seaux T 4 tels que T / T  k=(?2xC2 
(Harker, 1978) ne conviennent pas. 

Dans ce cas, He n'est pas n6cessairement invariant: 
par exemple si Ge = P222, He = P222 (a, b, 4c) n'est 
pas invariant. Si He est invariant, c'est le noyau d'une 
repr6sentation Fki cyclique d'ordre quatre de Ge, le 
vecteur k est invariant dans G e t a  une composante 
6gale ~ 1/4:T4 est invariant dans les op6rations de 
G. Alors, sauf si Tes t  un r6seau I, G est n6cessaire- 
ment pyro61ectrique. Le groupe Ge4 correspondant 
est dit de type I I. Le Tableau 1 donne les vecteurs k 
qui caract6risent les diff6rents r6seaux fi quatre 
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Tableau 1. Les 27 rdseaux fi quatre couleurs 

G est un groupe ponctuel  qui laisse T4 invariant. Les r6seaux T4 
sont not6s de la mani~re suivante: un indice 2a indique un double- A x e  (a / r ,~ )  
ment de la maille du r6seau T correspondant  suivant a;  un indice 

2 
4c, un quadruplement  suivant c. B4, C 2 , . . .  sont des r6seaux non 
primitifs color6s. Les composantes  du vecteur k sont donn6es dans 3 
la maille conventionnelle  du r6seau T. 

R6seau R6seau 
Syst~me T T4 G 

Triclinique P P4c 1 0 
Monoclinique P P4c 2 0 

P2a,4c 2 ½ 
e4a m ¼ 

P4a,2c m 
B B4 2 0 

B4.2b 2 0 
B4v m 0 

B4,2a m ½ 
Orthorhombique P P4~ mm 2 0 

P2a,4c mm2 ½ 
P2a,2b,4c ram2 ½ 

C C4c ram2 0 
C2,4c mm2 1 

C4 ram2 0 
C4.2~ mm2 0 

I ,It 4 mm2 0 

I4,2a,2 b 222 ½ 
F B 4 mm2 0 

C2B4 mm2 1 
Quadratique P P4c 4, 4 mm 0 

P2a,2b,4c 4, 4 mm ½ 
I 14 4, 4 mm 0 

/4,2a, Eb 4, 4 2 m ½ 
Rhombo6drique R P~a,4b,ac 3, 3 m 
Hexagonal P P4c 3, 3 m, 6, 6 mm 0 
Cubique I 14,2a,2 b 23, 43 m ½ 

k 

o 
o 
o ¼ 
o o 
o ' 
o ½ 
½ 

o 
o " 
o 
o 

o 
o 

o 

o 

o 
o 
o 
½ 
0 

0 

Tableau 2. Possibilit6 de quadruplement de la maille 
de Ge paralldlement fi un dldment de sym6trie ( a / r,,) 

n,:',, = 4t P a dans Ge a dans He 

2z,~ = 4t 0,4 2 2 
2 2 2 i 

3r,, =4t 0,4 3 3 

31 31 
8 32 32 

4r,, = 4t 0,4 4 4 
1 4 41 
2 4 42 
3 4 4 3 

6z,, =4t  0~4 6 6 
~, 64 61 

62 62 
2 6 63 
8 64 64 

!~ 62 65 

quatre. He est le noyau d 'une repr6sentation cyclique 
d'ordre quatre. Par exemple G e  = P2~, k = [0 0 ½] ou 
Ge = Pba2 et k = [½ ½ 0]. Le groupe G e 4  correspondant 
poss~de un r6seau ~ deux couleurs, il est dit de type 
III. 

D~nombrement direct des groupes d'espace ~ quatre 
couleurs 

Groupes du type I 

Des 14 groupes d'espace de classe G = 4, 4 et 4 / m  
on d6duit imm6diatement les 20 groupes G e 4  de ce 
type: six de classe 4 (4), deux de classe ~(4), six de 
classe 4(4)/m et six de classe 4(4)/m (2). 

couleurs, et les groupes G admissibles, qui les laissent 
invariants. 

Troisibme cas 

He est un sous-groupe de Ge qui n'est ni isotransla- 
tion, ni isoclasse: son groupe ponctuel H est un 
sous-groupe d'indice 2 de G, son r6seau Tk est un 
sous-groupe invariant d'indice 2 de T, d6fini par un 
vecteur k de coordonn6es ki = 0, 1/2, 1. Les trois cas 
suivants sont ~ envisager: 

(a) He n'est pas invariant dans Ge. C'est le cas si 
le vecteur k n'est pas invariant dans les op6rations 
de G. Par exemple Ge = P422 et He = P2a222: k =  
[½00]. 

(b) He est invariant dans Ge (k est invariant dans 
les op6rations de G) et le groupe quotient Ge/He est 
isomorphe de 222. Par exemple Ge = P422 et He = 
P2e4, ou Ge = P422 et He = P2c222, ou encore Ge = 
I432 et He- -P23  ( k=  [001]). He est l 'intersection 
des noyaux de trois repr6sentations alternantes 
Foj, Fkt, Fkj. De tels groupes se rencontrent dans la 
th6orie des groupes bicolores (Opechowski & 
Guccione, 1965; Sivardi~re, 1969, 1981). 

(c) He est invariant dans Ge (k est invariant dans 
les op6rations de G) et Ge/He est cyclique d 'ordre 

Groupes du type II 

Pour chercher les sous-groupes He d'indice 4 iso- 
classe des groupes d'espace Ge, nous utilisons une 
m6thode d6jfi utilis6e pour les sous-groupes d'indice 
2 (Bertaut, 1976) et 3 (Sivardi~re, 1984). Nous sup- 
posons connus les r6seaux ~ quatre couleurs (Zamor- 
zaev, 1969), et nous recherchons la possibilit6 de ne 
conserver du r6seau T de Ge que les translations 
monoclores Tk d 'un r6seau T4 isomorphe de T et 
invariant dans G. Alors, si He est un sous-groupe 
d'indice 4 isoclasse de Ge, Ge se d6compose suivant: 

Ge = He + ( e l t ) n e  + ( e l 2 t ) H e  + ( e l 3 t ) H e ,  

la translation (el t) n 'appartenant  pas ~ Tk. 
n~ 6tant l 'ordre d 'une rotation a de G et p la 

composante de r`" suivant a, un 616ment (a]z~)  de 
Ge ne peut appartenir ~ He que si la translation 
(a [r~)"a = (eln` 'p) appartient ~t Tk et est donc de la 
forme (e[0, 0, 4 t) modulo une translation de Tk. Le 
Tableau 2 montre que la d6composition de Ge ci- 
dessus est possible si (a]  r`') est un axe non h61icoi'dal 
ou un miroir sans glissement (a[0) ,  ou bien un axe 
3 1 , 3 2 ,  62 OU 64.  Elle est impossible si (a  [r,~) est un 
miroir avec glissement ou un axe 21,41,42, 4 3 , 6 1 , 6 3  

ou 65. 
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Tableau 3. Groupes du type III, relations entre Ge, Ke 
et He 

Groupe d'espace Classe R6seau 
G~ G T 
K~ H T 
He n TI, 

Si le r6seau T4 implique un doublement de la maille 
de Ge suivant une certaine direction, il ne peut y 
avoir de sous-groupe He ayant un axe 21,41,43,61,63 
ou 65, ou un miroir avec glissement, parall~le h cette 
direction (Sivardi~re, 1969; Bertaut, 1976). Partant 
du groupe Ge = P2, on obtient ainsi les sous-groupes 
P2 et P21 invariants d'indice 4 (maille a, b, 4c ou 2a, 
b, 4c) et le sous-groupe P2 non invariant (maille 
4a, b, c ou 4a, b, 2c). Partant du groupe P2, on 
n'obtient aucun sous-groupe invariant d'indice 4 et 
le seul sous-groupe non invariant P2 (maille 4a, b, c). 

Groupes du type I I I 

On sait (Hermann, 1929) que si He est un sous- 
groupe g6n6ral de Ge, il existe un sous-groupe 
isotranslation Ke de G~, qui contient He comme sous- 
groupe isoclasse. Si He est invariant d'indice 4 dans 
Ge, Ke est invariant d'indice 2 dans Ge, et He 
invariant d'indice 2 dans Ke. H, groupe ponctuel de 
Ke et He, est invariant d'indice 2 dans ~.. Tk, r6seau 
de He, est invariant d'indice 2 dans T (Tableau 3). 
Ge se d6compose en complexes suivant: 

Ge=Ke+(alr,,)Ke 

oil (a 11",~) est une op6ration 'binaire'. De m~me, Ke 
se d6compose en complexes suivant: 

ge=He+(el t )He 

of 1 (e I t) est un 616merit de T -  Tk. 
Pour que le groupe quotient Gd lie soit isomorphe 

de 4 (et non 222), on doit avoir (a l r~)  2= 
(elr~ + ar~) = (el t), d'ou 

Ge= He + (c, I ~o)H, + (e I 0He +(~1 ~ ) ~ n .  

Par suite He est bien le noyau d'une repr6sentation 
cyclique /'~,j d'ordre 4 de Ge, dans laquelle /'kj 
(a  [ ~'~) = i. Les 616ments de Ke - He, et en particulier 
la translation (el t), ont pour caract~re -1 ,  les 616- 
ments de G , -  K~ ont le caract~re i ou - i  suivant le 
complexe auquel ils appartiennent. 

Ge est n6cessairement non symmorphe, ( a ]~ , )  est 
un axe 21, ou un miroir avec glissement. Partant 'd'un 
groupe Ge et recherchant un groupe h quatre couleurs 
de type III isomorphe de Ge, on doit donc d6terminer 
tout d'abord tous les  groupes Ke possibles, ce qui 
revient h trouver tous les groupes magn6tiques Gem 
isomorphes de Ge et de r6seau non magn&ique. Puis, 
pour un groupe Ke donn6, on doit d6terminer tous 
les groupes He possibles, c'est-h-dire tous les groupes 
magn6tiques Kern isomorphes de Ke et de r6seau 

magn6tique caract6fis6 pour un vecteur k non nul, 
invariant dans G, et tel que la translation r,~ + ar~ 
appartienne h T -  Tk. 

Partant ainsi du groupe Ge = Pbam, on obtient 
imm6diatement le groupe P4ebam de type II. Pour 
obtenir un groupe de type III, il faut rechercher un 
sous-groupe Ke isotranslation de Ge et d'indice 2: 
Ke = P2/ b, P2/ a ou P2/ m. Seul Ke = P2/ m est h 
retenir puisque (a [ 7,~) doit &re un axe 21 ou un miroir 
avec glissement. (a I r~) est ici raxe (2x l½ ½ 0) ou raxe 
(2y[½ ½ 0), Gem est le groupe magn&ique Pb'a'm. 

Par ailleurs: (2xl½½0)2=(ell00) et (2yl½½0) 2= 
(e 1010) done He est n6cessairement de groupe P2/m 
de maille (2a, 2b, c) ou (2a, 2b, 2c). Ettectivement le 
groupe Pbam poss~de des repr6sentations irr6duct- 
ibles Fkj complexes de dimension 1 pour chacun des 
vecteurs k = (½ ½ 0) et [½"  ~ ] ,  et seulement pour ces 
vecteurs (Kovalev, 1961). 

Partons de m~me de Ge = P4212. Nous avons alors 
Ke=P4, (alz,~)=21x ou 21y, et k=[½10] ou [½½½]. 
Si nous partons de Ge = P41212, nous avons de m~me 
Ke= P41, (alz~)=21x ou 21y, mais seul le vecteur 
k = [½ ½ 0] est h retenir. Pour k -- [½ ½ ½] ayant une com- 
posante non nulle parall~le h l'axe 41, il n'existe pas 
en effet de groupe magn6tique K~,, isomorphe de Ke. 

D'apr~s ce qui pr6c~de, on peut aussi consid6rer 
un groupe Ge4 de type III comme une extension du 
groupe magn6tique Ke,, par le groupe ponctuel 2, 
puisque (a I r,~) 2= (el t). D'ou une m6thode possible 
de construction des groupes Ge4 par induction. 

Ainsi partant du groupe Ke,,--P~2 ou Pv2 et en 
lui adjoignant l'616ment (2xl½½0) on obtient un 
groupe Ge4 de type III isomorphe de P212~2. 

Groupes d'espace ~ six couleurs 

Pour d6nombrer les groupes d'espace Ge6 a six 
couleurs, on doit rechercher les sous-groupes 
invariants d'indice 6 des 230 groupes d'espace Ge, 
tels que le groupe quotient Ge/He soit cyclique 
d'ordre six. Nous 6tudions donc les sous-groupes He 
d'indice 6 des groupes d'espace. 

Premier cas 

He est un sous-groupe isotranslation de Ge, son 
r6seau Tes t  celui de Ge, sa classe H u n  sous-groupe 
d'indice 6 de G. Plusieurs situations se recontrent: 
(a) H n'est pas invariant dans G (par exemple G = 
6z22, H = 2 x  non maximal); (b) H est invariant, 
G/H est isomorphe de 32 (par exemple G =  
6z22, H = 2z, G/H = 32); (c) H est invariant, G/H 
est isomorphe de 6 (par exemple G = 6, H = 1). He 
est alors le noyau d'une repr6sentation cyclique Fj 
d'ordre six de G e t  caract6ris6e par un vecteur k = 0. 

Dans le cas (c) seulement, un groupe Ge6 corre- 
spond h He, il est de r6seau T monocolore, sa classe 
G6 est isomorphe de G. Ge6 est dit de type I. 
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Tableau 4. Les 32 rdseaux ?t six couleurs 

G est un g roupe  ponetuel  qui laisse T 6 invariant.  Les nota t ions  
sont analogues ~ celles du Tableau  1. 

R6seau R6seau 
Syst~me T T 6 G k 

Triclinique P P6~ 1 ~ 0 0 
Monoclinique P P6~ 2 0 0 -~ 

P2a.3c 2 ½ 0  I 
P2a.6c 2 I 0 1  

P6~ m ~ 0 0  
P3a,2c m ~ 0 ½ 
P6~,2~ m ~ 0 ½ 

B B 6 2 0 0 
B3,2b 2 0 ½ 
B6b m 0 ~ 0 

n2.3b m 0 ~ 1 
Orthorhombique P P6c mm2 0 0 

P2a.3c ram2 ~ 0 
P2a,2b,3c mm2 ½ ½ 

P2 a,6c mm2 ½ 0 
P2a,2b,6c mm2 ½ ½ 

C C6, mm2 0 0 t 

C2,3c mm2 1 0 } 
C2,6 c mm2 1 0 

C 6 mm2 0 0 
C6.2c mm2 0 ½ 

I 16 mm2 0 0 
F B6 mm2 0 0 

C2B 2 mm2 1 0 
Quadratique P P6c 4, 4 mm 0 0 

P2a.2b.3c 4, 4 mm ½ ½ 13 
P2a,2b,6c 4, 4 mm ~ ½ t 

I 16 4 , 4 m m  0 0 
Rhombo6dfique R R6~.6b.6~ 3,3m ~ t 
Hexagonal P P6c 3,3m, 6,6 mm 0 0 

P3o,3b,2~ 3, 31m, 321, 6, 62m ~ ~ ½ 
P3a,3b,6c 3,31m ~ ~ 

Deuxi~me cas 

He est un sous-groupe isoclasse de Ge, invariant 
ou non. Si He est invariant et si Gel He est isomorphe 
de 6, il lui correspond un groupe Ge6. Dans ce cas, 
le r6seau Tk de He s'obtient ~ partir du r6seau T de 
Ge en consid6rant un r6seau T6 ~ six couleurs et en 
en retenant seulement les translations monocolores. 
He est le noyau d 'une repr6sentation Fk~ de Ge cyc- 
lique d 'ordre six, le vecteur k est invariant dans G e t  
a une composante 6gale ~ -~ ou ½. T6 est invariant dans 
les op6rations de G, G est n6cessairement pyro61ec- 
trique. Le groupe Ge6 correspondant est dit de type 
II. Le Tableau 4 donne les vecteurs k qui caract6risent 
les diff6rents r6seaux ~ six couleurs, et les groupes G 
admissibles, qui les laissent invariants. 

Troisi~me cas 

Le r6seau Tk de He est un sous-groupe d'indice 2, 
du r6seau T de Ge, son groupe ponctuel H est un 
sous-groupe invariant d'indice 3 de G. Par suite G 
est n6cessairement Fun des groupes 3, 3, 6, 6/m, 23, 
m3. He est le noyau d 'une repr6sentation Fki de Ge 
qui s 'obtient en combinant une repr6sentation alter- 
nante Fk de T et une repr6sentation Fi cyclique 

Tableau 5. PossibiliM de sextuplement de la maille de 
Ge parall~lement ~ un dl~lement de symdtrie ( a / r,~) 

n~a'~ = 6t p a dans G ,  a dans He 

2~-,~ = 6t 0,6 2 2 
3 2 21 

3r,, =6t  0,6 3 3 
2 3 31 
4 3 32 

4%, = 6t 0,6 4 4 
-~ 42 41 
3 4 42 
-~ 4 2 43 

6r~ = 6 t 0,6 6 6 
1 6 6t 
2 6 62 
3 6 63 
4 6 64 
5 6 65 

Axe (a/r~) 
2 

d'ordre 3 de G. k est invariant dans G e t  a au moins 
une composante 6gale A ½, ce qui exclut les groupes 
G cubiques. Le groupe Ge6 correspondant poss~de 
un r6seau bicolore. 

Quatri~me cas 

Le r6seau Tk de He est un sous-groupe d'indice 3 
du r6seau T de Ge, son groupe ponctuel H est un 
sous-groupe invariant d'indice 2 de G. He est le noyau 
d'une repr6sentation Fki de Ge qui s 'obtient en com- 
binant une repr6sentation Fk cyclique d 'ordre 3 de T 
et une repr6sentation Fi alternante de G. k est 
invariant dans G e t  a au moins une composante 6gale 

½. Ceci exige que G soit pyro61ectrique sauf si le 
r6seau est hexagonal, alors G peut &re l 'un des 
groupes 32, 6 ou 62m (Harker, 1981). Le groupe 
Ge6 correspondant poss~de un r6seau ~ trois couleurs. 

D6nombrement des groupes d'espaces ~ six couleurs 

Groupes du type I 

Des 18 groupes d'espace de classe G = 6, 6, 3, 6/m 
et m3, on d6duit imm6diatement les 22 groupes 
d'espace Ge6 de ce type: six de classe 6 (6), un de classe 
~(6), deux de classe 3 (6), deux de chacune des classes 
6(6)/m, 6(6)/m (2) et 6(3)/m (2), enfin sept de classe 
m (2) 3(6). 

Groupes du type II 

Nous supposons connus les r6seaux ~ six couleurs 
(Zamorzaev, 1969) et, afin de trouver les sous-groupes 
He d'indice 6 isoclasse des groupes d'espace Ge, nous 
recherchons la possibilit6 de ne conserver du r6seau 
T de Ge que les translations monocolores Tk d 'un 
r6seau T6 isomorphe de T et invariant dans G. He 
&ant un sous-groupe d'indice 6 isoclasse de Ge, Ge 
se d6compose suivant: 

G e  = H e  +(elt)He +(el2t)He 

+(el3t)ne +(el4t)ne +(el5t)ne,  
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(e I t) n 'appartenant  pas ~ Tk. Un 616ment ( a l r~ )  
d'ordre n,~ de Ge ne peut appartenir ~ He que si la 
translation (a[r~) ~ est de la forme ( e l 0 , 0 , 6 t )  
modulo une translation de Tk. Le Tableau 5, analogue 
au Tableau 2, montre que la d6composition de Ge 
ci-dessus est possible si ( a l r~ )  est un axe non 
h61icoidal ou un miroir sans glissement, ou bien un 
axe 42. Elle est impossible si ( a l r~ )  est un axe 21, 
3~, 32, 4 l ,  43, 6~, 62, 63, 64, 65. Ces r6sultats sont en 
accord avec ceux de la m6thode des repr6senta- 
tions cycliques. 

Si le r6seau T6 implique un doublement ou un 
triplement de la maille de Ge suivant une certaine 
direction, d'autres conditions apparaissent (Sivar- 
di~re, 1969; Bertaut, 1976; Sivardi~re 1984). 

Partant du groupe Ge = P42, on obtient ainsi les 
sous-groupes P4~ et P43 invariants d'indice 6, de 
mailles (a, b, 6c) ou (2a, 2b, 6c). 

Groupes du type III 

D'apr~s le th6or~me de Hermann, il existe dans ce 
cas un sous-groupe isotranslation K~ invariant 
d'indice 3 de Ge, dont le groupe ponctuel K est un 
sous-groupe invariant d'indice 3 de G. He est alors 
un sous-groupe isoclasse, invariant d'indice 2, de Ke. 
Par suite on a les d6compositions suivantes en com- 
plexes: 

Ge = Ke+(alr,~)Ke+(alr~)2Ke 

K~=ne+(elt)ne 

oh (alr~) est une op6ration 'ternaire' et (el t) une 
translation de T -  Tk telles que: (a i r , , )  3 = (elt). Si 
(e l t )  appartenait  ~ Tk, et non ~ T - T k ,  le groupe 
quotient GdHe serait isomorphe de 3 × 2 et non de 
6, par exemple si Ge = P6 et He = Pa.b.2~2. Finalement 
Ge se d6compose en complexes suivant: 

Ge = He +(otlT"c,)He + (o~ [ 7",~)2He 

+(elt)ne + (a I r,~)aHe + (a  I r,~)SHe. 

Par suite He est bien le noyau d'une repr6sentation 
cyclique eF~ ) d'ordre 6 de 1Ge, dans laquelle Fkj 
( ~ 1 ~ ) =  ~ et F ~ j ( e l t ) = -  . 

Partant d'un groupe O~ et recherchant un groupe 
six couleurs de type III isomorphe de Ge ( G  = 

3, 3, 6, 6 ou 6 /m) ,  on doit donc d6terminer les groupes 
Ke possibles par suppression d 'un 616ment (alr,~), 
ce qui revient ~ trouver t o u s l e s  groupes h trois 
couleurs isomorphes de Ge et de r6seau monocolore. 
Puis pour un groupe Ke donn6, on doit d6terminer 
tous les groupes He possibles, c'est-h-dire t o u s l e s  
groupes bicolores Ken isomorphes de Ke et de r6seau 
bicolore caract6ris6 par un vecteur k non nul, 
invariant dans G, et tel que la translation (alr,~) 3 
appartienne b. T -  Tk. 

Partant ainsi du groupe Ge = P3~, nous obtenons: 
K e = P1 et k = [0 0 ½]. De m~me partant de Ge = P62, 
nous obtenons Ke = P2 et k = [0 0 ½]. 

Groupes du type IV 

D'apr~s le th6or~me de Hermann, il existe dans ce 
cas un sous-groupe isotranslation Ke invariant 
d'indice 2 de Ge, dont le groupe ponctuel K est un 
sous-groupe isoclasse, invariant d'indice 3, de Ke. On 
a donc les d6compositions suivantes en complexes: 

Ge=Ke+(a lr ,~)Ke  

K~= He +(elt)He + (e 12t)He 

oil (a  I r~) est une op6ration 
translation de T - T k ,  telles 
Finalement Ge se d6compose 

'binaire' et (el t) une 
que (,~lro)2= (elt). 

suivant: 

Ge = n e + ( ~ l r ~ ) n e + ( e l t ) n e + ( ~ l r ~  + t)ne 

+ (a  12t)He + (a  I r,~ +2t)He. 

Par suite He est bien le noyau d'une repr6sentation 
cyclique Fki d'ordre 6 de Ge, dans laquelle 
Fkj(a I r~) --bi~/3 et Fkj(alr~)=e i2~/3. 

Partant d 'un groupe Ge et recherchant un groupe 
six couleurs de type IV isomorphe de Ge, on doit 

donc d6terminer les groupes Ke possibles par sup- 
pression d 'un 616ment (alr~), ou encore les groupes 
Gem isomorphes de Ge et de r6seau monocolore. Puis, 
pour chaque groupe Ke, on doit d6terminer tous les 
groupes He possibles, c'est-~-dire tous les groupes 
Ke3 a. trois couleurs isomorphes de Ke et de r6seau 
color6 caract6ris6 par un vecteur k non nul, invariant 
dans G, et tel que la translation (a I r,~) 2 appartienne 

T - T k .  Partant ainsi du groupe Ge = P41, nous 
obtenons Ke = P2~ et k = [0 0 I]. 
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